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摘　要：主要考虑三维不可压 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组的正则性准则。证明了当速度场的部分分量满足

∫
Ｔ

０
‖ｕｉ‖

ｐ

Ｈ
１
２＋
２
ｐ（Ｒ３）
ｄｓ＜∞，ｐ∈（２，∞），ｉ＝１，２，３时，局部解可以连续延拓到端点。这一结果改进和发展了三维不

可压Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组的正则性准则，是正则性理论的一个补充。
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　　考虑三维不可压Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组：
ｕｔ＋（ｕ·）ｕ－νΔｕ＋Ｐ＝θｅ３，

θｔ＋（ｕ·）θ－κΔθ＝０，

·ｕ＝０，
（ｕ，θ）｜ｔ＝０＝（ｕ０，θ０










），

ｘ∈Ｒ３，ｔ＞０

（１）

其中ｕ（ｘ，ｔ）＝（ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ），ｕ３（ｘ，ｔ））表示速
度场，Ｐ＝Ｐ（ｘ，ｔ）是压强，θ＝θ（ｘ，ｔ）是温度，ν＞
０是动粘度，κ＞０是热扩散系数，ｅ３ ＝（０，０，１）

Ｔ，

本文令ν＝κ＝１。
注意到当θ≡０时，方程组（１）退化为不可压

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ（简记为 ＮＳ）方程组。三维不可压
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ＮＳ方程组光滑解的整体存在性或光滑解在有限时
间内爆破的问题是千禧年七大问题之一。这个问题

的主要困难是理解三维不可压流体涡旋拉伸的影响

（二维不可压ＮＳ方程组涡旋守恒）。为了更好的理
解三维不可压流体的涡旋拉伸作用，学者们提出了

各种简化模型，其中Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组是常用的模
型之一，它不仅与三维不可压流体有着相似的涡旋

拉伸效果，而且在大气科学和地球物理应用中发挥

着重要的作用。所以该方程组被来自不同领域的学

者们广泛研究，并且对它的研究是有物理背景和意

义的。

ＮＳ方程组有一系列的研究，参见文献 ［１－
４］等。在讨论 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组之前，我们先回
忆一下三维 ＮＳ方程组取得的进展。Ｐｒｏｄｉ等给出
了当０≤ｔ≤Ｔ时，若ＬｅｒａｙＨｏｐｆ弱解ｕ∈Ｌｑ（０，Ｔ；
Ｌｐ（Ｒ３））满足

３
ｐ＋

２
ｑ≤１，　３＜ｐ≤∞

则弱解是唯一的。临界情况
３
ｐ＋

２
ｑ ＝１是由 Ｅｓ

ｃａｕｒｉａｚａ等［５］证明，特别需要指出的是临界情况的

空间ｕ∈Ｌｑ（０，Ｔ；Ｌｐ（Ｒ３））是尺度不变的，这一特
性揭示了流体的基本物理特征。最近，Ｃｈｅｍｉｎ
等［６］证明了三维不可压 ＮＳ方程组在临界空间的
正 则 性 问 题， 即 如 果 速 度 场 满 足
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ｄｓ＜∞，ｐ∈（４，６），ｉ＝１，２，３，则

局部强解可延拓到端点Ｔ 。随后，Ｃｈｅｍｉｎ等［６］的

工作被Ｃｈｅｍｉｎ等［７］和 Ｈａｎ等［８］分别延拓到 ｐ≥４
和ｐ≥２。

下面具体讨论 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组。对于二维
Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组，ν，κ＞０时的全局时间正则解已
证。ν＝０，κ＞０或ν＞０，κ＝０的部分粘性整体正
则性由许多学者们做了一系列的工作［９－１１］，Ｘｕ［１２］

证明了具有分数阶扩散项的二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组
解的存在性，唯一性和正则性。然而，对于三维

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组，ν，κ＝０时奇点的正则性是流体
力学中的一个公开问题［１３－１５］，因此考虑三维

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组解的正则性是一个比较有意义的
问题。期间 Ｆａｎ等［１６］和 Ｉｓｈｉｍｕｒａ等［１７］分别提出了

以下爆破准则：

ω＝ｃｕｒｌｕ∈Ｌ１（０，Ｔ；Ｂ０∞，∞（Ｒ
３）） （２）

ｕ∈Ｌ１（０，Ｔ；Ｌ∞（Ｒ３）） （３）
之后，Ｑｉｕ等［１８］证明了三维不可压 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程

组的Ｓｅｒｒｉｎ准则。更多关于 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组相关
的成果请参见文献 ［１９－２０］等。

由于不可压Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组与不可压 ＮＳ方
程组有着相同的非线性对流结构，受文献 ［６－８］
工作的启发，本文给出了当三维不可压 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ

方程组的速度场部分分量满足∫
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ｄｓ

＜∞，ｐ∈（２，∞），ｉ＝１，２，３时解的正则性准则。
这一结果改进和发展了三维不可压 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程
组现有的正则性准则，是正则性理论的一个补充。

在阐述本文的主要结果之前，我们给出以下记

号：

 ＝（１，２，３），ｈ ＝（１，２）
和

ｕｈ ＝（ｕ１，ｕ２），ω＝１ｕ２－２ｕ１
对任意的ｓ∈Ｒ，１≤ｑ＜∞，记半范：‖ｆ‖ Ｗｓ，ｑ

‖｜｜ｓｆ‖Ｌｑ，特别地，记 Ｗｓ，２ Ｈｓ。为简化记
号，使用爱因斯坦记号：在ｋ上的求和总是从１到
３，而在ｈ或珘ｈ上的求和总是从１到２。另外，使用
‖·‖Ｌｐ来表示‖·‖Ｌｐ（Ｒ３）。

本文的主要定理如下：

定理１　设０＜Ｔ ＜∞，（ｕ０，θ０）∈ Ｈ
１
２，（ｕ，

θ）是方程组 （１）在［０，Ｔ）上的局部解，满足

（ｕ，θ）∈Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈ
１
２）∩Ｌ２（［０，Ｔ）；Ｈ

３
２）

且

∫
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０
‖ｕｉ‖

ｐ

Ｈ
１
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２
ｐ
（Ｒ３）
ｄｓ＜∞

其中ｐ∈（２，∞），ｉ＝１，２，３
则（ｕ，θ）可连续延拓到端点Ｔ 。

１　预备知识
在本文证明的过程中，我们将对速度场分别作

水平方向和垂直方向的分解。为此，先给出一些预

备知识。

定理２　记⊥
ｈ ＝（－２，１），Δｈ ＝

２
１＋

２
２和

ω＝１ｕ２－２ｕ１，则

ｕｈ ＝（ｕ１，ｕ２）＝⊥
ｈΔ

－１
ｈω－ｈΔ

－１
ｈ３ｕ３ （４）

ωｔ－Δω＋（ｕ·）ω＝３ｕ３ω－⊥
ｈ·ｕ３３ｕｈ

（５）
　　定理３　 （ＧａｇｌｉａｒｄｏＮｉｒｅｎｂｅｒｇＳｏｂｏｌｅｖ不等式）
设ｊ，ｍ是任意正整数，满足０≤ｊ＜ｍ，令ｑ≤ｑ１，ｑ２

≤∞和ｓ≥１，ｊｍ≤ａ≤１，使得

９２１
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１
ｓ－

ｊ
ｎ＝ａ

１
ｑ２
－ｍ( )ｎ ＋（１－ａ）

１
ｑ１

（６）

则对任意 ｕ∈ Ｗｍ，ｑ２（Ｒｎ）∩ Ｌ
ｑ１
（Ｒｎ），存在一个正

常数Ｃ，有
‖ｊｕ‖Ｌｓ（Ｒｎ）≤Ｃ‖

ｍｕ‖ａ
Ｌｑ２（Ｒｎ）‖ｕ‖

１－ａ
Ｌｑ１（Ｒｎ）

（７）
接着回顾齐次ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ分解的相关理论。

定义１　设φ０∈Ｃ∞ｃ（Ｒ
ｎ）是一个径向函数，满

足０≤φ０≤１；当｜ξ｜≤１，φ０（ξ）＝１；当｜ξ｜≥
７
６，

φ０（ξ）＝０

令φ（ξ）＝φ０（ξ）－φ０（２ξ）在
１
２≤｜ξ｜≤

７
６上

有界。对任意ｆ∈ζ（Ｒｎ），ｊ∈Ｚ，定义

（Ｐ≤ｊｆ）（ξ）＝φ０（２
－ｊξ）ｆ　^（ξ），ξ∈Ｒｎ；

（Ｐｆ）（ξ）＝φ（２－ｊξ）ｆ　^（ξ），ξ∈Ｒｎ；
Ｐ＞ｊ＝Ｉ－Ｐ≤ｊ，其中Ｉ是单位算子；

Ｐ［ａ，ｂ］ ＝∑
ａ≤ｊ≤ｂ
Ｐｊ，其中 －∞ ＜ａ＜ｂ＜∞

为方便使用，简记：ｆｊ＝Ｐｊｆ，ｆ≤ｊ＝Ｐ≤ｊｆ，ｆａ≤·≤ｂ

＝∑
ｂ

ｊ＝ａ
ｆｊ。又由φ支集的性质，当｜ｊ－ｊ′｜＞１，有

ＰｊＰｊ′＝０。
进一步，我们给出仿积分解引理［８］。

引理１　对任意的ｆ，ｇ，ｈ∈ζ（Ｒｎ），可得

∫Ｒ３ｆｇｈｄｘ＝∑ｊ∫Ｒ３ｆｊｇ［ｊ－３，ｊ＋３］ｈ［ｊ－１０，ｊ＋５］＋
ｆｊｇ［ｊ－３，ｊ＋３］ｈ＜ｊ－１０＋ｆｊｇ＜ｊ－３ｈ［ｊ－２，ｊ＋２］＋

ｆ＜ｊ－３ｇｊｈ［ｊ－２，ｊ＋２］ｄｘ
为证明主要定理，我们还需给出（ｕ，θ）的Ｈ１估计。

定理 ４　设（ｕ，θ）∈Ｌ∞（０，Ｔ；Ｈ
１
２）∩Ｌ２（０，Ｔ；

Ｈ
３
２）为方程组（１）的局部解，ω＝１ｕ２－２ｕ１，则
存在正常数Ｃ，使得

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
（‖ｕ‖Ｈ１＋‖θ‖Ｈ１）≤

ｅｘｐ｛Ｃ（１＋∫
Ｔ

０
‖ｕ３‖

ｐ
Ｈ
１
２＋
２
ｐｄｓ＋∫

Ｔ

０
‖ω‖ｐ

Ｈ－
１
２＋
２
ｐ
ｄｓ）｝

（８）
　　证明　由标准的能量不等式，有

１
２
ｄ
ｄｔ（‖ｕ‖

２
Ｌ２＋‖θ‖

２
Ｌ２）＋

‖Δｕ‖２
Ｌ２＋‖Δθ‖

２
Ｌ２ ＝

－∫Ｒ３（ｋｕ·）ｕ·ｋｕｄｘ＋∫Ｒ３（ｋθｅ３）·
ｋｕｄｘ－∫Ｒ３（ｋｕ·）θ·ｋθｄｘ ∑

３

ｉ＝１
Ｉｉ

先估计Ｉ１项。因为

Ｉ１ ＝∫Ｒ３ｋｕ３３ｕ·ｋｕｄｘ＋∫Ｒ３ｋｕｈｈｕ３ｋｕ３ｄｘ＋
∫Ｒ３ｋｕｈｈｕ珘ｈｋｕ珘ｈｄｘ ∑

３

ｉ＝１
Ｋｉ

对Ｋ１，Ｋ２项，使用Ｈｌｄｅｒ不等式和插值不等式。当
２＜ｐ≤４时，可得

｜Ｋ１｜＋｜Ｋ２｜≤Ｃ‖ｕ３‖
Ｌ
３ｐ
２ｐ－２
‖ｕ‖

２

Ｌ
６ｐ
ｐ＋２≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋

２
ｐ‖ｕ‖

２
ｐ

Ｌ２
‖Δｕ‖２－２ｐ

Ｌ２ （９）

和当４＜ｐ＜∞时，有
｜Ｋ１｜＋｜Ｋ２｜≤

Ｃ‖｜｜－
１
２＋
２
ｐｕ３‖Ｌ２·

‖｜｜
１
２－
２
ｐ（ｕ·ｕ）‖Ｌ２≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖ｕ‖

２
ｐ
Ｌ２‖Δｕ‖

２－２ｐ
Ｌ２ （１０）

对Ｋ３项，由于 ｈｕ珘ｈ ＝Ｒ２（ω）＋Ｒ２（３ｕ３），其中
Ｒ２是二维Ｒｉｅｓｚ算子，类似式 （９）、式 （１０）处
理，有

｜Ｋ３｜≤Ｃ（‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ ＋‖ω‖Ｈ－

１
２＋
２
ｐ
）·

‖ｕ‖
２
ｐ
Ｌ２‖Δｕ‖

２－２ｐ
Ｌ２ （１１）

然后，Ｉ２项的界可简单估计为
｜Ｉ２｜≤Ｃ‖ｕ‖Ｌ２‖θ‖Ｌ２≤
Ｃ（‖ｕ‖２

Ｌ２＋‖θ‖
２
Ｌ２） （１２）

最后，估计Ｉ３项。由于

Ｉ３ ＝∫Ｒ３ｋｕ３３θ·ｋθｄｘ＋
∫Ｒ３ｋｕｈｈθ·ｋθｄｘ Ｉ３１＋Ｉ３２

其中Ｉ３１项可类似 Ｋ１，Ｋ２项处理。下面计算 Ｉ３２项。
由最值原理和方程组 （１）的第二个方程以及第三
个方程，可得：‖θ‖Ｌ∞（０，Ｔ；Ｌ∞）≤ Ｃ。对 Ｉ３２项分部
积分，有

｜Ｉ３２｜≤Ｃ‖θ‖Ｌ∞·

（‖ｕ‖Ｌ２‖Δθ‖Ｌ２＋‖Δｕ‖Ｌ２‖θ‖Ｌ２）

（１３）
　　综上得 Ｉｉ（ｉ＝１，２，３）的界，并利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ
不等式，定理得证。

２　主要结果
为更好的证明本文的主要定理，在此之前，我

们先证明两个非常重要的定理。

２１　水平方向项的估计

由定理４可知，我们需要估计∫
Ｔ

０
‖ω‖ｐ

Ｈ－
１
２＋
２
ｐ
ｄｓ

０３１
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的界。当２＜ｐ≤４，即 －１２＋
２
ｐ≥０时，有

∫
Ｔ

０
‖ω‖ｐ

Ｈ－
１
２＋
２
ｐ
ｄｓ≤

Ｃ∫
Ｔ

０
‖ω‖（３－３ｒ－

２
ｐ）ｐ

Ｌｒ ‖ω‖
２
ｐ＋
３
ｒ－( )２ ｐ

Ｌｒ ｄｓ

和当４＜ｐ＜∞，即 －１２＋
２
ｐ＜０时，有

∫
Ｔ

０
‖ω‖ｐ

Ｈ－
１
２＋
２
ｐ
ｄｓ≤ＣＴ·（１＋ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
‖ω‖Ｌｒ）

ｐ

这里ｒ满足 １２＜ｒ＜
２
３（１－

１
ｐ）。因此只需估

计 ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ
‖ω‖Ｌｒ的界。

定理５　设ω＝１ｕ２－２ｕ１，１＜ｒ＜２且充分

靠近２，δ＝３ １
ｒ－( )１２ ，２＜ｐ＜∞，则

ｄ
ｄｔ‖｜ω｜

ｒ
２‖

４
ｒ
Ｌ２＋
４（ｒ－１）
ｒ２

‖ω‖２
Ｌｒ≤

Ｃ‖ｕ３‖
ｐ
Ｈ·
１
２＋
２
ｐ‖｜ω｜

ｒ
２‖

４
ｒ
Ｌ２＋

１
１００‖｜ｈ｜

－δ２ｋｕ３‖
２
Ｌ２

（１４）
　　证明　这里记ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３） ｆ（ｘｈ，ｘ３），对１≤
ｐ，ｑ＜∞，混合范数可简写为

‖ｆ‖ＬｐｈＬ
ｑ
ｖ
＝‖‖ｆ（ｘｈ，ｘ３）‖Ｌｐｘｈ（Ｒ

２）‖Ｌｑｘ３（Ｒ）

或

‖ｆ‖ＬｑｖＬ
ｐ
ｈ
＝‖‖ｆ（ｘｈ，ｘ３）‖Ｌｑｘ３（Ｒ）

‖Ｌｐｘｈ（Ｒ
２）

对方程 （５）作标准的Ｌｒ估计，有
１
ｒ
ｄ
ｄｔ‖ω‖

ｒ
Ｌｒ＋
４（ｒ－１）
ｒ２

‖｜ω｜
ｒ
２‖２

Ｌ２ ＝

∫Ｒ３３ｕ３｜ω｜ｒｄｘ－
∫Ｒ３⊥

ｈ·ｕ３３ｕｈω｜ω｜
ｒ－２ｄｘ ∑

２

ｉ＝１
Ｄｉ （１５）

先估计Ｄ１项。由Ｈｌｄｅｒ不等式和插值不等式，当
２＜ｐ＜∞时，可得

｜Ｄ１｜≤Ｃ‖ｕ３‖Ｌ
３ｐ
ｐ－２‖｜ω｜

ｒ
２‖Ｌ２‖｜ω｜

ｒ
２‖Ｌ

６ｐ
ｐ＋４≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ω｜

ｒ
２‖

２
ｐ
Ｌ２‖｜ω｜

ｒ
２‖２－２ｐ

Ｌ２

（１６）
然后估计Ｄ２项。注意到式 （４），我们有

Ｄ２ ＝∫Ｒ３⊥
ｈ·ｕ３ｈΔ

－１
ｈ

２
３ｕ３ω｜ω｜

ｒ－２ｄｘ－

∫Ｒ３⊥
ｈ·ｕ３⊥

ｈΔ
－１
ｈ３ωω｜ω｜

ｒ－２ｄｘ Ｄ２１＋Ｄ２２

对于Ｄ２１项，当２＜ｐ＜４，可得

｜Ｄ２１｜≤Ｃ‖｜ｈ｜ｕ３‖Ｌ
６
３－δ
ｈ Ｌ

２ｐｒ
ｐｒ＋２ｐ－４ｒ
ｖ

·

‖｜ｈ｜
－１２３ｕ３‖Ｌ

２
δ
ｈＬ２ｖ‖｜ω｜

ｒ－１‖Ｌ
ｒ
ｒ－１
ｈ Ｌ

ｐｒ
２ｒ－ｐ
ｖ
≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δ２３ｕ３‖Ｌ２·

‖｜ω｜
ｒ
２‖１－２ｒ＋

２
ｐ

Ｌ２ ‖｜ω｜
ｒ
２‖１－２ｐ

Ｌ２ （１７）
和当４≤ｐ＜∞时，有

｜Ｄ２１｜≤Ｃ‖｜ｈ｜
１
２＋
２
ｐ－
δ
３ｕ３‖Ｌ

２
ｈＬ
６
３－２δ
ｖ
·

（‖｜ｈ｜
－１２３ｕ３‖Ｌ

２
δ
ｈＬ
２
ｖ
·

‖｜ｈ｜
１
２－
２
ｐ＋
δ
３（ω｜ω｜ｒ－２）‖Ｌ

２
１－δ
ｈ Ｌ

３
δ
ｖ
＋

‖｜ｈ｜
－１２－

２
ｐ＋
δ
３２３ｕ３‖Ｌ

１２ｐ
３ｐ－１２＋８ｐδ
ｈ Ｌ２ｖ·

‖｜ω｜
ｒ－１

‖Ｌ
１２ｐ

３ｐ＋１２－８ｐδ
ｈ Ｌ

３
δｖ
）≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δ２３ｕ３‖Ｌ２·

‖｜ω｜
ｒ
２‖１－２ｒ＋

２
ｐ

Ｌ２ ‖｜ω｜
ｒ
２‖１－２ｐ

Ｌ２ （１８）
接着，估计Ｄ２２项。当２＜ｐ＜４时，可得

｜Ｄ２２｜≤Ｃ‖｜ｈ｜ｕ３‖Ｌ２ｈＬ
ｐ
ｐ－２ｖ
·

‖｜ｈ｜
－１３ω‖Ｌ

３
δ
ｈ
Ｌｒｖ‖｜ω｜

ｒ－１‖Ｌ
ｒ
ｒ－１
ｈ Ｌ

ｐｒ
２ｒ－ｐ
ｖ
≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ω｜

ｒ
２‖

２
ｐ
Ｌ２‖｜ω｜

ｒ
２‖２－２ｐ

Ｌ２

（１９）
和当４≤ｐ＜∞时，有

｜Ｄ２２｜≤Ｃ‖｜ｈ｜
２
ｐ＋
δ
３ｕ３‖Ｌ２ｈＬ

３
δ
ｖ
·

（‖｜ｈ｜
－１３ω‖Ｌ

３
δ
ｈＬ
ｒｖ
·

‖｜ｈ｜
１－２ｐ－

δ
３（ω｜ω｜ｒ－２）‖Ｌ

ｒ
ｒ－１
ｈ Ｌ

６
３－４δｖ
＋

‖｜ｈ｜
－２ｐ－

δ
３３ω‖Ｌ

６ｐｒ
６ｐ－６ｒ－ｐｒδ
ｈ

Ｌｒｖ‖｜ω｜
ｒ－１‖Ｌ

６ｐ
６－ｐδ
ｈ Ｌ

６
３－４δｖ
）≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ω｜

ｒ
２‖

２
ｐ
Ｌ２‖｜ω｜

ｒ
２‖２－２ｐ

Ｌ２

（２０）
由式 （１７）－（２０），可得Ｄ２项的界。

最后，将Ｄ１，Ｄ２项的界加起来，并对不等式

两端乘以‖｜ω｜
ｒ
２‖

４
ｒ－２
Ｌ２ ，定理得证。

２２　垂直方向项的估计
由定理４和定理５启发可得，我们仍然需要估

计‖｜ｈ｜
－δｕ３‖Ｌ２和‖｜ｈ｜

－δθ‖Ｌ２的界。

定理６　设δ＞０且δ＝３ １
ｒ－

１( )２ 为非常小

的正常数，２＜ｐ＜∞，ω＝１ｕ２－２ｕ１，则存在正常
数Ｃ，使得
ｄ
ｄｔ∑

３

ｋ＝１
（‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
Ｌ２＋‖｜ｈ｜

－δｋθ‖
２
Ｌ２）≤

１
１００‖ω‖

２
Ｌｒ＋Ｃ（１＋‖ｕ３‖

ｐ
Ｈ
１
２＋
２
ｐ）·

（‖｜ｈ｜
－δｋｕ３‖

２
Ｌ２＋

‖｜ｈ｜
－δｋθ‖

２
Ｌ２＋‖｜ω｜

ｒ
２‖

４
ｒ
Ｌ２） （２１）

　　证明　对方程组 （１）的第一个方程的垂直方

１３１
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向和第二个方程分别乘以 ｜ｈ ｜
－２δｋｕ３ 和

｜ｈ｜
－２δｋθ，并作标准的Ｌ

２估计，可得

ｄ
ｄｔ∑

３

ｋ＝１
（‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
Ｌ２＋‖｜ｈ｜

－δｋθ‖
２
Ｌ２）＋

∑
３

ｋ＝１
（‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
Ｌ２＋‖｜ｈ｜

－δｋθ‖
２
Ｌ２）＝

∫Ｒ３ｋθ·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ－∫Ｒ３（ｋｕ·）ｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ－∫Ｒ３３ｋΔ－１∑

３

ｊ＝１
（ｊθ）·

｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ－∫Ｒ３（ｕ·）ｋｕ３·｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ－

∫Ｒ３（ｕ·）ｋθ·｜ｈ｜
－２δｋθｄｘ－

∫Ｒ３（ｋｕ·）θ·｜ｈ｜
－２δｋθｄｘ ∑

６

ｉ＝１
Ｅｉ

通过观察，可知Ｅ１，Ｅ３项和Ｅ２，Ｅ６项以及Ｅ４，Ｅ５项
的结构类似。为了书写简便，我们主要估计 Ｅ２，Ｅ３
和Ｅ４项。

首先，估计Ｅ２项。将速度场 ｕ分别沿水平方
向和垂直方向分解，可得

∫Ｒ３ｋｕ３３ｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ

和

∫Ｒ３（ｋｕｈ·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ

我们先处理∫Ｒ３ｋｕ３３ｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ。当２＜ｐ

＜∞时，有

∫Ｒ３ｋｕ３３ｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ≤

Ｃ‖｜｜
１
２ｕ３‖Ｌ

２ｐ
ｐ－１
ｈ
Ｌ
２ｐ
ｐ－２
ｖ
（‖｜｜

１
２３ｕ３‖Ｌ

４
１＋２δ
ｈ Ｌ２ｖ·

‖｜ｈ｜
－２δｋｕ３‖Ｌ

４ｐ
ｐ＋２－２ｐδ
ｈ Ｌ

ｐ
ｖ
＋

‖３ｕ３‖Ｌ
４ｐ

ｐ＋２＋２ｐδ
ｈ

Ｌｐｖ
‖｜ｈ｜

－２δ｜｜
１
２ｋｕ３‖Ｌ

４
１－２δ
ｈ
Ｌ２ｖ）≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δ３ｕ３·

‖
２
ｐ
Ｌ２‖｜ｈ｜

－δ２３ｕ３‖
２－２ｐ
Ｌ２ （２２）

接着处理∫Ｒ３（ｋｕｈ·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ。由式

（４）可知，其需分解估计∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１ω·ｈ）ｕ３

·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ和∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜

－１３ｕ３·ｈ）ｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ。
对于

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１ω·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ

在水平方向应用 ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ分解，并用 Ｐｖｊ表
示水平方向的投影，可得

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１ω·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ＝

∑
ｊ＝１
［∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜

－１Ｐｖｊω·ｈ）Ｐ
ｖ
＜ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３ｄｘ＋ （２３）

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖｊω·ｈ）Ｐ

ｖ
ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
＜ｊｕ３ｄｘ＋ （２４）

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖ＜ｊω·ｈ）Ｐ

ｖ
ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３ｄｘ＋ （２５）

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖｊω·ｈ）Ｐ

ｖ
ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３ｄｘ］ （２６）

当２＜ｐ＜∞时，有项 （２３）的估计

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖｊω·ｈ）Ｐ

ｖ
＜ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３ｄｘ≤

Ｃ‖２ｊｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖｊω‖Ｌｒｌ２ｊ·

‖２－ｊ｜ｈ｜Ｐ
ｖ
＜ｊｕ３‖Ｌ

３
δ
ｖＬ

２４
３＋２δ
ｈ ｌ∞ｊ·

‖｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３‖Ｌ

６
３－４δ
ｖ Ｌ

２４
９－１０δ
ｈ ｌ２ｊ≤

Ｃ‖ω‖Ｌｒ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
ｐ

Ｌ２
·

‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖

１－２ｐ
Ｌ２ （２７）

和项 （２５）的估计

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖ＜ｊω·ｈ）Ｐ

ｖ
ｊｕ３·

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３ｄｘ≤

Ｃ‖ｋ｜ｈ｜
－１Ｐｖ＜ｊω‖ＬｒｖＬ

３
δ
ｈｌ∞ｊ·

‖２
－３－１０δ
１２ ｊ｜ｈ｜Ｐ

ｖ
ｊｕ３‖Ｌ

３
δ
ｖＬ

ｒ
ｒ－１
ｈ
ｌ２ｊ·

‖２
３＋１０δ
１２ ｊ

｜ｈ｜
－２δｋＰ

ｖ
ｊｕ３‖Ｌ

６
３－４δ
ｖ Ｌ２ｈｌ２ｊ≤

Ｃ‖ω‖Ｌｒ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ·

‖｜ｈ｜
－δｋｕ３‖

２
ｐ
Ｌ２‖｜ｈ｜

－δ２ｋｕ３‖
１－２ｐ
Ｌ２ （２８）

剩下的项 （２４），项 （２６）的界可类似式 （２７），
式 （２８）处理。

对

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１３ｕ３·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ

作水平方向的ＬｉｔｔｌｅｗｏｏｄＰａｌｅｙ分解，同上可得

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１３ｕ３·ｈ）ｕ３·｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
ｐ

Ｌ２
·

２３１
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‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖

２－２ｐ
Ｌ２ （２９）

由式 （２２） －（２９），可得Ｅ２项的界。
然后，估计Ｅ６项。我们只估计和Ｅ２项不同的

部分：∫Ｒ３（ｋｕｈ·ｈ）θ·｜ｈ｜
－２δｋθｄｘ。当２＜ｐ

＜∞时，并注意到式 （４），有

｜∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１３ｕ３·ｈ）θ·

｜ｈ｜
－２δｋθｄｘ｜≤Ｃ‖｜ｈ｜

１－δθ‖Ｌ２ｈＬ
２
１－２δ
ｖ
·

（‖｜ｈ｜
－１＋δ３ｋｕ３‖Ｌ

１
δ
ｈＬ２ｖ‖｜ｈ｜

－２δｋθ‖Ｌ
２
１－２δ
ｈ Ｌ

１
δ
ｖ
＋

‖｜ｈ｜
－１３ｋｕ３‖Ｌ

２
δ
ｈＬ２ｖ‖｜ｈ｜

－δｋθ‖Ｌ
２
１－δ
ｈ Ｌ

１
δｖ
）≤

Ｃ‖θ‖Ｌ２‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖Ｌ２‖｜｜

３
２－δθ‖Ｌ２≤

Ｃ‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖Ｌ２‖θ‖Ｌ∞‖｜ｈ｜

－δｋθ‖Ｌ２

（３０）

和∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１ω·ｈ）θ·｜ｈ｜

－２δｋθｄｘ，其同上

可得

∫Ｒ３（ｋ｜ｈ｜
－１ω·ｈ）θ·｜ｈ｜

－２δｋθｄｘ
　
　
≤

Ｃ‖ω‖Ｌｒ‖θ‖Ｌ∞‖｜ｈ｜
－δｋθ‖Ｌ２ （３１）

接下来，估计 Ｅ３项。由于 ３ｋΔ
－１θ＝Ｒ３（θ），其

中Ｒ３是三维Ｒｉｅｓｚ算子，对Ｅ３分部积分，有

｜Ｅ３｜≤Ｃ‖｜ｈ｜
－δｋθ‖Ｌ２‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖Ｌ２≤
Ｃ（‖｜ｈ｜

－δｋθ‖
２
Ｌ２＋‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
Ｌ２）

（３２）
类似地，Ｅ１项可同Ｅ３项一样估计，此处略。

进一步，估计 Ｅ４项。分部积分可得 Ｅ４ ＝－

∫Ｒ３ｕｋｕ３·｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ，将速度场ｕ分别沿水

平方向和垂直方向分解，有∫Ｒ３ｕ３ｋｕ３３｜ｈ｜－２δｋｕ３ｄｘ
和∫Ｒ３ｕｈｋｕ３·ｈ｜ｈ｜

－２δｋｕ３ｄｘ。我们先处理

∫Ｒ３ｕ３ｋｕ３３｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ。当２＜ｐ＜∞时，有

∫Ｒ３ｕ３ｋｕ３３｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ

　
　
≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｌ
６ｐ

３ｐ－６－２ｐδ
ｈ Ｌ

３
２δ
ｖ‖ｋｕ３‖Ｌ

６ｐ
６＋５ｐδ
ｈ Ｌ

６
３－４δ
ｖ
·

‖｜ｈ｜
－２δ２ｋｕ３‖Ｌ

２
１－δ
ｈ Ｌ２ｖ≤

Ｃ‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
ｐ
Ｌ２·

‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖

２－２ｐ
Ｌ２ （３３）

接着，我们处理∫Ｒ３ｕｈｋｕ３·ｈ｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ，由

ＫａｔｏＰｏｎｃｅ的交换子估计［２１］，有

２∫Ｒ３ｕｈｋｕ３·ｈ｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｄｘ＝－

∫Ｒ３ｈ｜ｈ｜
－２δ·（ｕｈｋｕ３）ｋｕ３ｄｘ＋

∫Ｒ３ｕｈ·ｈ｜ｈ｜
－２δｋｕ３ｋｕ３ｄｘ≤

∫Ｒ３｜ｈ｜
１－２δｕｈｋｕ３ｋｕ３ｄｘ

　
　

当２＜ｐ＜∞ 时，注意到式 （４），它可分解为以
下两种情况：

∫Ｒ３｜ｈ｜
－２δωｋｕ３ｋｕ３ｄｘ

　
　
≤

‖｜ｈ｜
－２δω‖Ｌ

３ｐ
３＋ｐδ
ｈ Ｌ

６
３－１０δ
ｖ ‖ｋｕ３‖

２
Ｌ

６ｐ
３ｐ－３－ｐδ
ｈ Ｌ

１２
３＋１０δ
ｖ ≤

‖ω‖
２
ｐ

Ｌｒ‖ω‖
１－２ｐ
Ｌｒ ‖ｕ３‖Ｈ

１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δ２ｋｕ３‖Ｌ２

（３４）
和

∫Ｒ３｜ｈ｜
－２δ３ｕ３ｋｕ３ｋｕ３ｄｘ

　
　
≤

‖｜ｈ｜
－２δ｜｜

１
２ｕ３‖Ｌ

２ｐ
ｐ－１－ｐδ
ｈ Ｌ

２ｐ
ｐ－２－２ｐδ
ｖ

·

‖｜｜
１
２ｋｕ３‖Ｌ

４
１＋２δ
ｈ Ｌ２ｖ‖ｋｕ３‖Ｌ

４ｐ
ｐ＋２
ｈ Ｌ

ｐ
１＋ｐδ
ｖ ≤

‖ｕ３‖Ｈ
１
２＋
２
ｐ‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
ｐ
Ｌ２·

‖｜ｈ｜
－δ２ｋｕ３‖

２－２ｐ

Ｌ２ （３５）
由式 （３３） －（３５），可得Ｅ４项的界。

最后，估计Ｅ５项。这里只估计与项不同的部

分：∫Ｒ３｜ｈ｜
－２δωｋθｋθｄｘ。

∫Ｒ３｜ｈ｜
－２δωｋθｋθｄｘ

　
　
≤

Ｃ‖｜ｈ｜
－２δω‖Ｌ

６
３－４δ
ｈ Ｌｒｖ‖ｋθ‖

２
Ｌ
１２
３＋４δ
ｈ Ｌ

２ｒ
ｒ－１
ｖ ≤

Ｃ‖ω‖Ｌｒ‖｜｜
７
４－
δ
２θ‖２

Ｌ２≤
Ｃ‖ω‖Ｌｒ‖｜ｈ｜

－δ２ｋθ‖Ｌ２‖θ‖Ｌ∞ （３６）
综上将Ｅ１项至Ｅ６项的界加起来，使用Ｙｏｕｎｇ不等
式，该定理得证。

２３　定理１的证明
证明　将定理５的不等式 （１４）和定理６的

不等式 （２１）相加，利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，可得

∑
３

ｋ＝１
（‖｜ｈ｜

－δｋｕ３‖
２
Ｌ２＋‖｜ｈ｜

－δｋθ‖
２
Ｌ２）＋

‖｜ω｜
ｒ
２‖

４
ｒ
Ｌ２≤

（∑
３

ｋ＝１
（‖｜ｈ｜

－δｋｕ３（０）‖
２
Ｌ２＋

‖｜ｈ｜
－δｋθ（０）‖

２
Ｌ２）＋

‖｜ω（０）｜
ｒ
２‖

４
ｒ
Ｌ２）·ｅｘｐ｛Ｃ（１＋∫

Ｔ

０
‖ｕ３‖

ｐ
Ｈ
１
２＋
２
ｐｄｓ）｝

３３１
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主要定理得证。

参考文献：

［１］　ＧＵＩＧ，ＨＵＡＮＧＪ，ＺＨＡＮＧＰＬａｒｇｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏ
ｔｈｅ３ＤｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］Ｊ
ＦｕｎｃｔＡｎａｌ，２０１１，２６１：３１８１－３２１０．

［２］　ＣＨＥＭＩＮＪＹ，ＧＡＬＬＡＧＨＥＲＩ．Ｏｎｔｈｅｇｌｏｂａｌｗｅｌｌｐｏｓ
ｅｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅ３ＤＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｌａｒｇｅｄａｔａ
［Ｊ］．ＡｎｎＳｃｉＥｃｏｌｅＮｏｒｍｓｕｐ，２００６，３９（４）：６７９－
６９８．

［３］　李率杰，李鹏，冯兆永，姚正安．基于ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程的图像修复算法［Ｊ］．中山大学学报（自然科学
版），２０１２，５１（１）：９－１３．
ＬＩＳＪ，ＬＩＰ，ＦＥＮＧＺＹ，ＹＡＯＺＡ．Ａｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ｉｍａｇｅｉｎｐａｉｎｔｉｎｇｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉａｒｕｍＮａｔｕｒａｌｉｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓＳｕｎｙａｔｓｅ
ｎｉ，２０１２，５１（１）：９－１３．

［４］　邹杨，冯兆永，姚正安．ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在图像放大
中的应用［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２０１５，５４
（１）：１－９．
ＺＯＵＹ，ＦＥＮＧＺＹ，ＹＡＯＺＡ．ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＮａｖｉｅｒ
Ｓｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｉｎｉｍａｇｅｚｏｏｍｉｎｇ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉａｒｕｍ
ＮａｔｕｒａｌｉｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２０１５，５４（１）：１－９．

［５］　ＥＳＣＡＵＲＩＡＺＡＬ，ＳＥＲＥＧＩＮＧ，ＳＶＥＲＡＫＶ．Ｌ３，∞ｓｏ
ｌｕｔｉｏｎｓｔｏｔｈｅＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄｂａｃｋｗａｒｄｕ
ｎｉｑｕｅｎｅｓｓ［Ｊ］．ＲｕｓｓｉａｎＭａｔｈＳｕｒｖｅｙｓ，２００３，５８：２１１－
２５０．

［６］　ＣＨＥＭＩＮＪＹ，ＺＨＡＮＧＰ．Ｏｎｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｏｎｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｆｏｒ３ＤＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＡｎｎＳｃｉＥｃ
ＮｏｒｍＳｕｐｅｒ，２０１６，４９：１３１－１６７．

［７］　ＣＨＥＭＩＮＪＹ，ＺＨＡＮＧＰ，ＺＨＡＮＧＺ．Ｏｎｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｏｎｅ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｆｏｒ３ＤＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｓｙｓｔｅｍ：ｇｅｎｅｒａｌ
ｃａｓｅ［Ｊ］．ＡｒｃｈＲａｔｉｏｎＭｅｃｈＡｎａ，２０１７，２２４（３）：８７１
－９０５．

［８］　ＨＡＮＢ，ＬＥＩＺ，ＬＩＤ，ｅｔａｌ．Ｓｈａｒｐｏｎｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｒｅｇｕ
ｌａｒｉｔｙｆｏｒＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ［Ｊ］．ＡｒｃｈＲａｔｉｏｎａｌＭｅｃｈＡｎａｌ，
２０１９，２３１（２）：９３９－９７０．

［９］　ＣＨＡＥＤ．Ｇｌｏｂａｌｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｆｏｒｔｈｅ２ＤＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａ
ｔｉｏｎｓｗｉｔｈｐａｒｔｉａｌｖｉｓｃｏｓｉｔｙｔｅｒｍｓ［Ｊ］．ＡｄｖＭａｔｈ，２００６，
２０３（２）：４９７－５１３．

［１０］　ＣＯＲＤＯＢＡＤ，ＦＥＦＦＥＲＭＡＮＣ，ＲＡＦＡＥＬＤＬＬ．Ｏｎ
ｓｑｕｉｒｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓｉｎｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪＭａｔｈ

Ａｎａｌ，２００４，３６（１）：２０４－２１３．
［１１］　ＨＭＩＤＩＴ，ＫＥＲＡＡＮＩＳ．Ｇｌｏｂａｌｗｅｌｌｐｏｓｅｄｎｅｓｓｒｅｓｕｌｔｆｏｒ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈａｚｅｒｏｄｉｆｆｕｓｉｖｉｔｙ
［Ｊ］．ＡｄｖＤｉｆｆＥｑｎ，２００７，１２（４）：４６１－４８０．

［１２］　ＸＵＸ．Ｇｌｏｂａｌｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆ２ＤＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅ
ｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｕｓｉｏｎ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌ，
２０１０，７２（２）：６７７－６８１．

［１３］　ＣＨＡＥＤ，ＮＡＭＨ．Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｂｌｏｗｕｐｃｒｉｔｅｒｉ
ｏｎｆｏｒｔｈｅＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃＲｏｙＳｏｃＥｄ
ｉｎｂｕｒｇｈＡ，１９９７，１２７（５）：９３５－９４６．

［１４］　ＣＨＡＥＤ，ＫＩＭＳＫ，ＮＡＭＨＳ．Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄ
ｂｌｏｗｕｐｃｒｉｔｅｒｉｏｎｏｆＨｏｌｄｅｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅ
Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮａｇｏｙａＭａｔｈＪ，１９９９，１５５：
５５－８０．

［１５］　ＧＵＯＢ．Ｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ＮｅｗｔｏｎＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈＡｐｐｌＳｉｎ，
１９８９，５：２０１－２１８．

［１６］　ＦＡＮＪ，ＺＨＯＵＹ．Ａｎｏｔｅｏｎｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｔｈｅ
３ＤＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｐａｒｔｉａｌｖｉｓｃｏｓｉｔｙ［Ｊ］．Ａｐｐｌ
ＭａｔｈＬｅｔｔ，２００９，２２：８０２－８０５．

［１７］　ＩＳＨＩＭＵＲＡＮ，ＭＯＲＩＭＯＴＯＨ．Ｒｅｍａｒｋｓｏｎｔｈｅｂｌｏｗｕｐ
ｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｔｈｅ３ＤＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｍａｔｈ
ＭｏｄｅｌｓＭｅｔｈｏｄｓＡｐｐｌＳｃｉ，１９９９，９：１３２３－１３３２．

［１８］　ＱＩＵＨ，ＤＵＹ，ＹＡＯＺＡ．Ｓｅｒｒｉｎｔｙｐｅｂｌｏｗｕｐｃｒｉｔｅｒｉａ
ｆｏｒｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌ
Ａｎａｌ，２０１０，８９（１０）：１６０３－１６１３．

［１９］　ＱＩＵＨ，ＤＵＹ，ＹＡＯＺＡ．Ｌｏｃａｌｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｂｌｏｗｕｐ
ｃｒｉｔｅｒｉｏｎｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｅｄＢｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎＢｅｓｏｖ
ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．Ｍａｔ．ＭｅｔｈｏｄｓＡｐｐｌＳｃｉ，２０１３，３６：８６－
９８．

［２０］　邱华，姚正安．广义 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程的正则性准则
［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２０１３，５２（２）：４３
－４６．
ＱＩＵＨ，ＹＡＯＺＡ．Ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉａｒｕｍＮａｔｕｒａｌｉｕｍ
ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２０１３，５２（２）：４３－４６．

［２１］　ＬＩＤ．ＯｎＫａｔｏＰｏｎｃｅａｎｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌＬｅｉｂｎｉｚ［Ｊ］．Ｒｅｖ
ＭａｔＩｂｅｒｏａｍ，２０１６，ＤＯＩ：１０．４１７１／ｒｍｉ／１０４９．

４３１


